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Uber die Zuliissigkeit der Subtraktion
der Losungsmittelstreuung von der Streuung der Losungen
bei Rontgenkleinwinkelstreuungsmessungen*
Von

J. Goodisman und H. Brumberger
Aus dem Department of Chemistry, Syracuse University, Syracuse, New York

( Eingegangen am 10. Mdrz 1972)

On the Validity of Subtracting Solveni Contributions from the
Seattering of Solutions in Small-Angle X-Ray Measurements

The approximation of subtracting solvent scattering intensity
irom solution scattering intensity to obtain the scattering of
solute particles is examined in detail for several models. It is
found that angularly dependent terms dependent on the solvent
structure appear in the intensity difference if the solvent exhibits
spatially correlated electron density fluctuations. The nature
of these terms is examined.

Die Naherungsmethode, die Lésungsmittelstreuung von der
Streuung der Losung abzuziehen, um so die Streuung der ge-
16sten Partikel zu erhalten, wird fir mehrere Modelle im Detail
geprift. Es stellt sich heraus, daB von der Losungsmittelstruktur
herriihrende winkelabhdngige Terme in der Intensitétsdifferenz
aufscheinen, wenn das Losungsmittel rdumlich korrelierte
Dichtefluktuationen zeigt. Diese Terme werden auf ihr Ver-
halten hin untersuchb.

Einleitung

Rontgenkleinwinkelstreumethoden werden in breitem Ausmalfl zur
Bestimmung der Grofen- und Gestaltsparameter synthetischer Poly-
merer und. biologisch wichtiger Makromolekiile, wie Proteine und Poly-
peptide herangezogen!. Dies geschieht zumeist in Losung. Dabei hat os
sich eingebiirgert, die Streuung der gelosten Partikel durch Subtraktion
der Losungsmittelstreuung von der Streuung der Losung herzuleiten. In
den meisten Fillen wurde lediglich erwihnt, dall dies in geniigend
guter Niherung zu den richtigen Ergebnissen fiihrt2. Dieses Problem,
das schon frith von Kratky, Porod und Mitarb.3-¢ behandelt worden war,

* Herrn Prof. O. Kratky anldflich seines 70. Geburtstages gewidmet.
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wurde kiirzlich durch Kirste und Wunderlich” einer Neuuntersuchung
unterzogen. Wir sind ‘der Ansicht, daB eine allgemeinere Formulierung
fiir die ~Abschitzung tder Richtigkeit der Losungsmittel-Subtraktions-
methode von Nutzen wire und wollen hier den Versuch machen, eine
solche Formulierung zu entwickeln.

Problemstellung

Besitzt ein System im Punkt x die Elektronendichte p(x), so 148t
gich die unter einem Winkel 2 9 gestreute Intensitit (in Elekfronen-
einheiten) bei Verwendung von Réntgenstrahlen der Wellenlinge A
darstellen dutch 8

T(h)y=[P(r)jemrdr. (1
v

Hierin ist |h | =4 ®A1sind; P (r) stellt die Patterson- oder Auto-
korrelationsfunktion des Systems dar, die definiert ist durch

P(r):{zp(x)p(x—kr)dx. &)

Bezeichnet man die Autokorrelationsfunktion der Losung mit Pj (r)
und diejenige des Losungsmittels mit P, (r), dann ist die Frage, ob es
richtig ist, die Streuung des Geldsten durch Subtraktion der Losungs-
mittelstreuung zu ermitteln, gleichbedeutend mit der Frage, ob

AP (r) = Ps(r)— P, (r) = Py (r) (3)

ist [Pp (r) ist die Autokorrelationsfunktion des gelosten Stoffes].

Die Fourier-Transformierte von P, (r) stellt die Streuung dar, die
der geloste Stoff liefern wiirde, wenn er in unverdnderter Form im Va-
kuum vorlige. Dies entspricht keiner tatsichlichen Uberfithrung des
gel6sten Molekiils in das Vakuum, da die physikalischen Wirkungen des
Losungsmittels auf das Geldste, wie z. B. die Verwischung der Grenz-
flachen des Geldsten, aufrechterhalten bleiben sollen. HEs ist klar, daB
sich die Richtigkeit der Gl. (3) durch kein wie auch immer geartetes
Streuexperiment testen 148t; man kann lediglich hoffen, die physikali-
schen Wirkungen des Losungsmittels von den Interferenzeffekten zwi-
schen Losungsmittel und geldstem Stoff, die in die Streuung eingehen
kénnen, auf theoretischem Weg zu trennen.

Betrachten wir das folgende Modell: Ein Molekiil des gelésten. Stoffes
von gleichférmiger und konstanter Elektronendichte ps nehme ein
Volumen » in einem System ein, dessen Gesamtvolumen V betragt.
Sofern keine Phasenbeziehung zwischen ihren Positionen bestehen, ist
die unter einem der Beobachtung zugénglichen Winkel von N solchen
Molekiilen gestreute Intensitit das Nfache der Streuintensitit eines
Einzelmolekiils. Die Elektronendichte des Losungsmittels sei pp (x),
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seine mittlere Elektronendichte (p;) und die Schwankung um {(p1) {im
Lésungsmittel) im Punkte X sei  (x). Die Elektronendichte in-» soll
ebenfalls p1 (%) betragen, wenn man dort den geldsten Stoff durch
Lisungsmittel ersetzen will. Die Differenz in den Elektronendichten
zwischen Lésung und Lisungsmittel soll mit A p (X) bezeichnet werdeén.
Tnnerhalh des Volumens » gilt

A g (X) = pz — p1(x), 4)

wobei A o (x) null ist, wenn x auBerhalb von v liegt.

Die Subtraktion der Losungsmittelstreuung ist nunmehr dquivalent
der Darstellung der Streuintensitit des geldsten Molekills durch die
Beziehung

Inet =Ii— I, =[Py (r)e-®rdr—[P,(r)e ™ dr =
— [AP(r)emrdr, (5)
wobei

AP (r)=lp1(x) +Ap®][pr(xX+1) +Ap(x+r)]dx—
—Jp1(X) p1 (x +1)dx. (6)
14

Dies fuhrt zu

AP(r)=fpl(x)Ap(x—}—r)dx—}—j’pl(x—}—r)Ap(x}dx—{—
+JAp(x)Ap(x+r)dx (7)

Alle Integrationen erstrecken sich iiber V, das als unendlich grofl ange-
naommen wird; A p ist jedoch nur innerhalb von v von Null verschieden.
Setzen wir u = x 4- r, dann geht der Term

[ Apx+rdx
da u lediglich eine Hilfsvariable ist, iber in

lpar(x—r)Ap(x)dx
Daraus folgt schlieBlich

AP)=fAp(X)p1(x+ndx +JAp(X)pr(x—r)dx-
+fApx)Ap(x+r)dx. (8)

AuBerhalb von v sind diese Integranden null. A P (r) muB nun fiir ver-
schiedene Losungsmittelmodelle untersucht werden, um festzustellen,
wie nahe es der Grole P, (r) kommt,
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Das Lésungsmittel gleichformiger Elektronendichte

Dies ist der einfachste mogliche Fall: Die Elektronendichte des
Losungsmittels besitzt tiberall den konstanten Wert pq. Dann gilt

AP(r)=2(p1p2—p)v +[Ap(x)Ap (x +1)dx 9

Der erste Term ist unabhéngig von r und triagt lediglich zu der nicht
beobachtbaren Vorwértsstreuung des Systems bei. Der zweite Term
a3t sich in die Form ‘

[pe—p1)?c(X)o(x+r)dx

bringen, in der o (x) den Formfaktor des gelésten Teilchens darstellt,
der den Wert null annimmt, wenn x auflerhalb von » liegh, und eins
_betragt, wenn x innerhalb von v ist. Dies mufl. deswegen ausdriicklich
festgestellt werden, da A p (X 4 1) verschwindet, wenn x - r auBerhalb
von v liegt, und der Integrand nur dann von null verschieden ist, wenn
sowohl X als auch X + r innerhalb von v liegen. Der Term-

Je226 (X))o (x + r.) dx = Py (1) (10)

stellt in Wirklichkeit nichts anderes als die Autokorrelationsfunktion des
gelosten Stoffes dar. Daher ist

2
AP(r) =2 (o1 p2—p1%) v + ("2—;"—1) Py (r). (11)

Abgesehen von einem nicht faflbaren konstanten Term erhilt man
daher die Partikelstreuung, mit einer Elektronendichtenkonstante mul-
tipliziert, die richtigerweise den Wert eins annimmt, wenn p; = 0. Das
von einem Medium gleichférmiger Elektronendichte p; umgebene
streuende Teilehen verhilt sich so, als ob es eine effektive Dichte pz— p1
beséfBle und von Vakuum umgeben wireS. Aus diesern Grund gibt die
Differenz zwischen der Streuung der Losung und derjenigen des Losungs-
mittels in diesem Fall — abgesshen von einer Korrektur fir die effek-
tiven Dichten — in richtiger Weise die Streuung des geldsten Stoffes
wieder. Das Losungsmittel gleichférmiger Elektronendichte liefert
jedoch nur heim Winkel 0° eine von null verschiedene Streuung, so daB
im Effekt gar keine Losungsmittelstreuung abzuziehen ist.

Das fluktuierende, aber nicht korrelierte Ldsungsmittel

Die Beschrinkung auf eine streng konstante Losungsmittel-Elek-
tronendichte kommt nunmehr in Wegfall, g1 kann innerhalb der Probe
von Punkt zu Punkt schwanken. In einer Fliissigkeit unterliegt p; fiir
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jeden Punkt auch einer zeitlichen Schwankung; das zeitliche Mittel fiir
irgendeinen Punkt ist dem Mittelwert iiber ein groBes Volumen zu einem
beliebigen Zeitpunkt dquivalent. Wir kénnen daher schreiben

p1 (X) = (pp) + 7 (X).

Hijer kennzeichnet { ) das rdumliche oder zeitliche Mittel. Die Schwan-
kungen sind rdumlich nicht miteinander korreliert, so daf3

ME)nE+r)=0E)nE+1)=0r+0
()7 (X)) = 2 ;r=0. (12)

Wir wollen zunichst die Terme von A P (r) untersuchen, die p; ent-
halten [Gl. (8)], das sind

JAp(X)pr(x+r)dx+ [Ap(X)p1(x—r)dx.

Es gilt Ap=pa— p1=pa—{p1)— 1 (X); durch Einsetzen fiir
A ¢ und Ausmultiplizieren der Glieder folgt daher

2 (or) [p2—(prl v —2 (o1} [ () dX + pa [ (x +- 1) dx + [ (X —1) dx]
- [ (x + r)dx —l-éfV)(X—r)dX]—bM(X)Y}(X-F r)dx— [ (x) 9 (x —1)dx.

Sofern » geniigend grof ist, werden die % enthaltenden Integrale ver-
schwinden ; unter Beriicksichtigung der Tatsache aber, dall das Experi-
ment in Wirklichkeit eine zeitliche Mittelung durchfithrt und wir es mit
einem fliissigen System zu tun haben, fallen diese Integrale auf jeden
Fall weg, da das zeitliche Mittel des Integranden selbst in jedem Punkte
null wird. Ein weiteres Moment zu diesem Punkt liefert die Uberlegung,
daB die ortliche Lage des gelosten Stoffes innerhalb des Losungsmittels
willkiirlich ist; man kann sich daher vorstellen, dafl sich eine Aus-
mittelung all dieser Positionen vollzogen hat. In Wirklichkeit hat das
Volumen » den gesamten bestrahlten Bereich durchwandert; jeder
Punkt innerhalb von v stellt folglich eine Stichprobe fiir das gesamte
Volumen V dar, so daB der Integrand v wiederum verschwindet. Aus
ebendenselben. Griinden- lassen sich die beiden letzten Terme in dem
obigen Ausdruck ersetzen durch

— Dy @)+ y (1),

waobei vy (r) die normierte Elektronendichten-Korrelationsfunktion des
Losungsmittels ist,

Y () = (1 (X) 0 (X + )0,
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hierbei ist zu beachten, dal +y (r) als réumliches Mittel iiber alle x
definiert ist. Zusammengefalit ergibt sich dann

2 {p1) [pa — (p)] v — v (m®) [y (r) + v (—r)]. (13)

Sofern die Fluktuationen nicht miteinander korreliert sind, verschwinden
die v {r)-Terme fiir r % 0 (keine Korrelation) und werden gleich 2 » (2
filr r = 0. Sie liefern daher keinen Beitrag zur Streuintensitat. Der
andere Term ist dem ersten Glied auf der rechten Seite der Gl. (9)
dquivalent; er bewirkt keinen beobachtbaren winkelabhingigen Beitrag
zur Intensititsdifferenz zwischen Losung und Losungsmittel.

Es bleibt also noch der letzte Term von A P (r) in Gl. (8) zur Unter-
suchung. Entwickelt und mit Hilfe des Formfaktors G dargestellt lautet
er

Py(r)—pefpr(x4+reX)o(x+r)dx—pzfp1(x)0(X)e(xX+r)dx
+ipXpp(x+r)oXox+r)dx.

Bei Weiterentwicklung nach {pi) und 7 (x) und wiederum unter Beriick-
gichtigung der Tatsache, dafl der Mittelwert von % verschwindet, ver-
einfacht er sich unserer Rechnung gemif zu

[92 —p <Pl>] () + (X)X + 1) o(x)a(x +r)dx. {14)
2

Abgesehen davon, daB p; durch {p1) ersetzt ist, stimmt der erste Term
mit demjenigen fiir ein Losungsmittel gleichformiger Elektronendichte
iiberein. Fiir das zusitzliche Glied 148t sich schreiben?

iﬂ(X)ﬂ(X%r)dX’

wobei B dasjenige Volumen ist, das » und seinem in seiner Lage um r
verschobenen ,,Geist gemeinsam ist; innerhalb von BV st
6 (%) o (X 4 r)=1. B ist eine Funktion von r. Das obige Integral hat
den Wert B (52) v (r). Dieser Term liefert beim unkorrelierten Losungs-
mittel keinen Beitrag zur Streuintensitit bei beobachtbaren Winkeln,
da die Fourier-Transformierte von v (r) gleich null ist.

Aus diesem Grunde folgt, wenn man nur die Glieder beriicksichtigt,
die beobachtbare Beitrige zur Streuintensitit liefern,

AP(r) = ["Z_Tfll] P, (r). (15)
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hierbei ist zu beachten, daBl v (r) als rdumliches Mittel iiber alle x
definiert ist. Zusammengefaf3t ergibt sich dann

2 2 —lv—o @) [y (v) + v (—1)] (13)

Sofern die Fluktuationen, nicht miteinander korreliert sind, verschwinden
die v (r)-Terme fiir r -« 0 (keine Korrelation) und werden gleich 2 » (n2)
fur r = 0. Sie liefern daher keinen Beitrag zur Streuintensitit. Der
andere Term ist dem ersten Glied auf der rechten Seite der Gl (9)
dquivalent; er bewirkt keinen beobachtbaren winkelabhingigen Beitrag
zur Intensitatsdifferenz zwischen Losung und Losungsmittel.

Es bleibt also noch der letzte Term von A P (r) in Gl. (8) zur Unter-
suchung. Entwickelt und mit Hilfe des Formfaktors ¢ dargestellt lautet
er

Pp(r)—pzfpr (X +1) 0 (x) 0 (X +1) dX—ps [ 01 (%) 0 (%) & (x+T) dx
Hla®pE+Fre®oxFrdx

Bei Weiterentwicklung nach {p1) und 7 (x) und wiederum unter Beriick-
sichtigung der Tatsache, dall der Mittelwert von v verschwindet, ver-
einfacht er sich unserer Rechnung gema8 zu

[%—92@] Pp®) 4+ [1X)n(x+ oo (x+r)dx.  (14)

Abgesehen davon, daB p; durch (p1) ersetzt ist, stimmt der erste Term
mit demjenigen fiir ein Losungsmittel gleichférmiger Elektronendichte
iiberein. Fiir das zusitzliche Glied 148t sich schreiben®

InxX)nx+r)dx,
(B .

wobei B dasjenige Volumen ist, das » und seinem in seiner Lage um r
verschobenen, ,,Geist” gemeinsam ist; innerhalb von B st
6 (X) ¢ (x + r) =1. QY ist eine Funktion von r. Das obige Integral hat
den Wert B (92) v (r). Dieser Term liefert beim unkorrelierten Losungs-
mittel keinen Beitrag zur Streuintensitit bei beobachtbaren Winkeln,
da die Fourier-Transformierte von v (r) gleich null ist.

Aus diesem Grunde folgt, wenn man nur die Glieder berticksichtigt,
die beobachtbare Beitrage zur Streuintensitit liefern,

AP(r)= [9—2—?2@] P, (r). (15)
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Dies ist mit dem fiir das Losungsmitbel gleichférmiger Elektronendichte
erhaltenen Ergebnis identisch: Durch Subtraktion der Loésungsmittel-
streuung von derjenigen der Losung erhalt man die Streuung des geldsten
Stoffes, der sich so verhilt, als hitte er eine effektive Elektronendichte
p2—(p1) und wire von Vakuum umgeben. Wie zu erwarten war, ver-
- ursacht das nichtkorrelierte Losungsmittel ebenso wie das Lsungsmittel
gleichirmiger Elektronendichte keine Streuung bei Winkeln, die grofer
als 0° sind. ‘

Das korrelierte Losungsmittel

. Eine Korrelationslinge null ist physikalisch sinnlos; Dichteschwan-
kungen miissen mindestens iiber eine Liénge von der Créfie des Durch-
messers eines Losungsmittelmolekiils korreliert sein. Weiters erfordert
keines der zuvor besprochenen Modelle wirklich, dafl irgendeine Lisungs-
mittelstreuung zu subtrahieren ware. Ein interessanter Fall und gleich-
zeitig der allgemeinste, den wir hier besprechen wollen, ist derjenige
eines. Losungsmittels, dessen Elektronendichtefluktuationen = ent-
sprechend. der normierten Korrelationsfunktion v (r) korreliert sind.
Wir wollen wieder A P (r) betrachten. Unter Verwertung der in den
vorstehenden Abschnitten erhaltenen Ergebnisse [Gl. (13) und (14)]
folgt

AP(ry=2{nlez—ulv—o D) [y (r) + v (—1)] +

. 2
+ [&P:ﬂ] Py (1) + B2y (r). (16)

In einem isotropen Losungsmittel ist vy (r) lediglich eine Funktion von 7.
Der zweite Term nimmt daher den Wert — 2 » (2 v (r) an und liefert
einen Beitrag zur Streuintensitdt. Da die Streuintensitdt des Losungs-
mittels der Fourier-Transformierten von v (r) proportional ist, besitzt
dieser Beitrag dieselbe Winkelabhingigkeit wie die Streuintensitét des
reinen Ldsungsmittels. Der erste Term in Gl. (16) tragt nicht zur Streuung
bei beobachtbaren Winkeln bei; das letzte Glied beinhaltet die Inter-
ferenz zwischen Lisungsmittel und geléstem Stoff. Da

B = Py (r)/p2?,

ist die Fourier-Transformierte des letzten Terms in Gl. (16) proportional
der Faltung aus der Streuung des Losungsmittels und dem ge-
lssten Stoff. Im Prinzip ist es moglich, v (r) und (v?) fiir das Losungs-
mittel experimentell zu bestimmen.



